CAPITOLO I

DIFFRAZIONE DI ONDE PERIODICHE IN PRESENZA DI UN

CILINDRO ORIZZONTALE IMMERSO
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2.1 MOTI ONDOSI IN PRESENZA DI OSTACOLI :LA DIFFRAZIONE

Il regime di moto periodico che s forma in campo libero s altera in presenza di un
ostacolo. In particolare la presenza dell’ ostacolo produce diffrazione, i cui effetti sul
campo di moto s manifestano attraverso una perturbazione dell’elevazione d'onda e
della distribuzione di pressione prodotta dall’onda incidente. Poiché il moto e
irrotazionale, esiste il potenzide di velocita ® del campo di moto in presenza

dell’ ostacolo.

L'elevazioned’ onda 77, lapressione p eil potenziale di velocita ® dell’ondain presenza

dell’ ostacol o risultano rispettivamente:

n(xt) =nu(x.t) +ns(xt)

[2.1] p(r.o.t) = p,(ra.t) + ps(ra,t)

d)(r,a,t) = %(r,u,t) + CDS(I’,(X ,t)

Le funzioni perturbatrici ng,pe,P. POSSONO essere interpretate fisicamente come i
parametri che caratterizzano I’ elevazione d’ onda, la pressione el potenziale di velocita di
un’'onda “diffratta’. Quindi il regime di moto in presenza di un ostacolo é determinato
dalla sovrapposizione degli effetti prodotti dall’onda incidente e dall’ onda diffratta.

Il problema é determinare il campo di moto prodotto dall’onda diffratta, noto il campo di
moto prodotto dall’ ondaincidente.

Lefunzioni n,p,® devono soddisfare il sistema[1.46] che governai moti a potenziae
con superficie libera a primo ordine di Stokes. Supponendo che I’ ostacolo sia fisso le

condizioni a contorno daimporre sono :
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- lacomponente di velocitalungo z uguale a zero sul fondo

[2.24] V,

=0

z=—d

B |acomponente di velocita normale nullasul contorno I' dell’ ostacolo

[2.2b] Vv,

o=0 0Q T
Poicheé anche le funzioni n,p,,P, soddisfano lo stesso sistema a meno della

condizione al contorno dell’ ostacolo, le equazioni che legano le funzioni ng, pe, P, &

primo ordine di Stokesformano il nuovo sistema[2.3]

0°d, 100, 10°d
+— +— =
or> r or r da?

Ps

ot

Ps +p—=+pg[z, +rsin(a)] =F(t)

aqns)
pgns+p — | =F(t)
s ot J

2, e
on /)~ Uon &

9,
[2.3] ( - j =0

Inoltre I’onda diffratta deve soddisfare |a condizione di radiazione all’infinito: a grande

distanza dall’ ostacolo il campo di moto diffratto dovra manifestarsi in un’onda che si
alontana dall’ ostacolo stesso. A quella distanza dall’ ostacolo gli effetti della diffrazione
non si risentono, percio possiamo assumere che la celerita dell’ onda diffratta sia uguale

dla celerita dell’ onda incidente. Fissiamo I’ attenzione sull’ elevazione che assume |’ onda
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diffratta all’istantet ,all’ascissa x > 0,a grande distanza dall’ ostacolo (supponiamo che
t sial'istante di cresta); dl’istante t +dt |I’onda deve alontanarsi dall’ ostacolo, cioé la

cresta d’ ondasi deve spostare all’ ascissa

[2.4] % = x+¢, dt
e quindi
[2.5] ns(x+c,dt,t +dt) =ng(x,t).

Sviluppando in serie di Taylor a primo ordine il primo membro della [2.5] e

semplificando si ottiene la relazione

Ns . _Ns

[26] x v ot

=0 per X - +oo

Lo stesso ragionamento che ha condotto ala [2.6] pud essere ripetuto per un’onda che s

realizzi agrande distanza dall’ ostacolo perd con x <0 ottenendo

MNs . ,0MNs _ _
[2.7] aXCW+ ot =0 per X —» —o

Quindi il campo di moto prodotto dall’onda diffratta pud essere determinato risolvendo il

sistemadifferenziale [2.8]
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2 2
a"’¢25+10"’d>s+10“’ dnzs -0
or r or r oda

o0 .
Ps+po >+ p o[z, +rsin(a)] = F (1)

o0
pgf75+p( msj = F(t)

z=0

(ﬂij _9ns
gz )., o
), e
on o on o
[2.8] (L;"Zs) .

Risolto il sistema precedente |’ elevazione d’ onda, |a pressione e il potenziae di velocita
n,p,® del onda in presenzadi ostacoli si ricavadala[2.1], mentreil campo di velocita

puo essere determinato dalle relazioni [1.27].
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2.2LA SOLUZIONE ANALITICA PERUN CILINDRO ORIZZONTALE

Una soluzione approssimata del sistema di equazioni differenziai che governano la
diffrazione di un’ onda periodicain presenzadi un cilindro orizzontale immerso fisso
é stata fornita da Dean (1947), ma |’ integrazione dell’ equazioni differenziali su basi
matematiche rigorose é stata affrontata per la prima volta da Ursell (1949). Ogilvie
(1963) riprende il problema della diffrazione ed estende la soluzione a condizioni di
vincolo per il cilindro piu generali, ipotizzando che possa oscillare all’interno del
fluido con un periodo pari a quello delle onde in superficie. Inoltre semplifica
notevolmente I’ espressione matematica della soluzione, che rispetto a quella fornita
daUrsell comporta quindi, difficolta computazionali minori.

Prima di anadizzare le soluzioni di Ursell e Ogilvie particolarizziamo il sistema
[2.8] a caso di un cilindro orizzontale immerso che oscilli al'interno del fluido.Con
riferimento ala figura 2.2 la sezione de cilindro con il piano OXZ € una
circonferenza ', di raggio a,mentre h e I'affondamento del baricentro G, de

cilindro.
Supponiamo che il moto avvenga su profondita infinita (kd - +oo) e che il

cilindro s muova rigidamente al’interno del campo di moto secondo lalegge

temporale (v. fig 2.3)

{E(t) =&,sin(wt) +&, codt)
(2] n(t) =n,sincot) +1n, cogwit)

con &(t),n(t) gli scostamenti del baricentroG del cilindro solido all’istante t dalla

posizione iniziale G,.Con riferimento al sistema in coordinate polari indicato in fig.
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2.2,dd sistema [2.8] ponendo 6 =172 - a (quindi dato che per convenzione si e
assunto O positivo antiorario , dlora 6 sara positivo orario) otteniamo le

equazioni [2.10]

0°d, 10P, 10°dg
+— +— =
ar? r or r 00°

0P
Ps*+ P ats +pg[—h +rcos(6)] =F(t)

aqas) _
pgnsﬂ{ P z:O_F(t)
(f’@s) _ons

oz ) _, ot

(s an_sj_
x'lrl'm[ ax S E g )70

[2.10] condizioni al contorno

Le condizioni a contorno da imporre sono:
1) lacomponente V, della velocita della particelladi fluido per z — - deve

annullarsi  perché il moto avviene su profondita infinita

0P
[2.11] lim (—) =0
d-+0 \_0Z e

0P
2) lacomponente radiae ar della velocita della particella di fluido che occupa

la posizione individuata daun punto P sul contorno I' (v. fig. 2.3), dl’istante t ,

deve essere uguale dlavelocitaradiale V, del punto P, che é pari aquella con cui

s muoveil baricentrode cilindro, dato cheil moto érigido. In formule
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[2.12] (‘;—T) = v,),

Vautiamo la velocita con cui si muoveil cilindro. All’istantedi tempo t il punto

P [T (v.fig. 2.3) e individuato dalle coordinate

xo(t) = %, +&(t) =a sin(8) +&(1)
[2.13] 2. +n(t) = -h +acod8) +n(t)

(]

con X, ,z, lecoordinate dellasua posizione iniziale R, pertanto la sua velocita

radiale risulta

(v,), =\, sin(6) +\, cos(®) =

[2.14] ' _
= %,(t)sin(6) + 2 (t) cog6) =&(t)sin(6) +n(t) cod6)

la condizione [2.12] diventa

[2.15] (?) =¢ (t)sin(B) +1 (t) cod6)

Se assumiamo che gli scostamenti siano infinitesimi rispetto all’ altezza d’ onda H
cioé
[2.16] &H - 0,n/H -0

é possibile semplificare ulteriormente la[2.15]. Il punto P, s sposta radialmente

e trasversalmente di (v. fig. 2.3)

JASf = cogd) PP

[2.17] PP =&(t) +n(t)

| as = sn(d)RP

dall’ipotesi [2.16] segue che
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[2.18]

di conseguenza anche

Asf Oﬂ 0
H 7 H

[2.19]

Risulta possibile, quindi sviluppare in serie I'espressione della derivata parziale

del potenziale chefiguranella [2.15] ottenendo

2 2
220 (22) <(22) +[22) a5+ 22] &gy
or/p \or/, \or e, 0roe p @
poiché ® (OH trascuriamo i termini di ordine superiore ad H ricavando
s () )
or/p \Or/g \Or/._,

Ricordando che ®=®, +®, lacondizione a contorno [2.15] assumela forma

[2.22] (a;l:sj :—(a(;%) +sin(8) §t) +cog @) n(t)

r=a r=a

il sistema finale [2.23] risulta inultima analisi
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0%dg , 109 10°d "o

+
ar® r or r 062

0P
t

ot T pg[-h +rcos(8)] =F (1)

Ps*+ P

(a;j :'(a%j +sin(8) &(t) + cos(e) n (1)

r=a r=a

20,
dllmw 0z =0
[2.23]
ons ansj _
xllrpoo( X Cw * ot =0

E' possibile semplificare ulteriormenteil sistema [2.23] esprimendo le equazioni

in funzione del potenziale diffratto @d. ottenendo

d2¢5+}d®5+£a2®5_0
X r & r 06°

(%) 45 8

z=0 z=0

(djr) :‘(ﬁjrw) +sin(6) &(t) +cos(6) 7 (1)

r=a r=a

(oo,
dlirl]w( oz jz__d =0
2.24
FE [ Gre )0
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Poiché il dominio Q occupato dal fluido &€ doppiamente connesso € necessario

imporre per I'univocitadel potenziale di velocita che sia soddisfattala relazione

[ 1aq>j _
r:aade—_[) ( 30 r:aade—O

[2.25] 55\7 ol = 5{\4

in cui la circuitazione della velocita viene eseguita attorno ala circonferenza I,
perché gli spostamenti dell'ostacolo sono infinitesimi. Poiché il potenzide di
velocita dell'onda incidente € univoco perché definito in campo libero da ostacoli

segue che

2 10"¢W) _ anmw _ om
[2.26] L[ | ade=-| do=o,| " =0

r=a

pertanto la condizione [2.25] s semplificanella

2n 1a¢sj _
[2.27] fo( T30 r:aaole_o

Risolto il sistema [2.24] con la condizione [2.26] il campo di pressione e

|'élevazione dell'onda diffratta s ricavano con le

9,
ot

J ps = —pg|—h +rcos(8)] —p—= -F(t)

| 1(acpsj 1
=== -—=F)
{ s= g at 0 P9

mentre il campo di moto in presenza dell'ostacolo si determinacon le

[2.28]
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n(xt) =ny(xt) ns(x1)

[2.29] plr,a,t) = py(r.a,t) + ps(ra.t)

dJ(r,O(,t) :CDW(I‘,G,'[) +(Ds(r,0(,t)

con p,,Nw. Py Pressione, elevazione donda e potenziale di velocita dell'onda

incidente.

2.2.1 LA SOLUZIONE DI URSELL

Ursdll ipotizza che il cilindro sia fisso e fornisce per il potenziale diffratto &

il seguente sviluppo in serie[2.30] valido per r <2h-a,0 0[02n

- n+l
g kr 8, t;ka, kh) :%Z(kaz

n=1

[—CL Fnl R ﬂz —P, 0y 0, gnZ]

Le funzioni Fm,fnz,gm,gnz, (le espressioni sono riportate in appendice) sono
potenziai diffratti di velocita che soddisfano le equazioni del sistema [2.24] e la
condizione di irrotazionalita [2.27] tranne la condizione a contorno sul cilindro.
Inoltre non sono definite nel punto G, di coordinate x =0,z = —h.Una qualsiasi
combinazione lineare di queste funzioni soddisfa ancora le stesse equazioni del
sistema [2.24] (le equazioni a primo ordine di Stokes sono lineari) ma non e
definita nel punto G,.La singolarita presente nel punto G, non costituisce un
ostacolo alla risoluzione del problema perché nel caso del cilindro solido, la

soluzione incognita del potenziale di velocita diffratto deve essere definita nel

37



dominio esterno alla circonferenza ;. | coefficienti {pn ,qn} L Sono incogniti e s
n

determinano imponendo che la componente radiale della velocita sul contorno del

cilindro sianulla, ovvero

o () 4

r=a r=a

Dalla [2.31] Ursdll ricavale espressioni per i coefficienti incogniti

J pm = Xm +QSYm

[2.32] con mO N

L. =-RY,
dove Q. , P. 0 R soddisfano il sistemalineare

-1 s|[R]_[b]

[2.33] s 1)la.)7 o]

con

00 00

[2.34] 5= B (k)" b=-) 2o (ka)"

Per risolvere il sistema precedente con il metodo di Kramer occorre calcolare i

coefficienti {Xn,Yn} - I calcolodi quest'ultimi comportala risoluzionedi un

sistema infinito nell’incognita {Xn} .

® _ . H (ka)m—l
m — —kh
[2.35] X, + gl A,;(ka)™ X, = e P Oni] N
per poi vautare le {Yn}nEIN con
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(.d" -1
[2.36] Ym:{T) 2ne™(ka) X,  Onid N

Semplifichiamo |'espressione della serie [2.30] definendo lanuovavariabile

ka)™" (wH
[2.37] sm=—( ar31 (7jekh X, Omd N

sostituendo nella[2.36] la[2.37] s ottengono le nuove espressioni per i coefficienti

{Xn’Yn}nDN
och . m
X =—o— e €
m 2 (ka)rml m
[2.38] Om] N
Y =2me

Sogtituiamo la prima espressione ddla [2.38] nel sistema infinito [2.35]

nell’incognita {xn}nDN,ottenendo il nuovo sistema infinito nell’incognita
{Sn}nDN

m © - (ka)Zm
[2.39] e, +(ka)? Z;Aﬂ,nsﬁ & Oni N

Inoltre i coefficienti S e b s semplificano nelle espressioni

s=i %(ka)” :2ne’2khi ﬁzsg

n=1

[2.40]

N Xa gy OH/2
b_nzzl: n! (kal " 2nika) e

con § unnuovo coefficiente. Risolvendo il sistema nelle incognite (QS , PS) S

ricavano le espressioni
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P =_ b _ u«H/ 2 S
ST 1+8  2n(ka)e 1+S°

[2.41]
__bs _wH2 ¥
QS__1+S£2__2T[(ka)e_khl+Sf

Quindi i coefficienti (p,,.q,) . s semplificano

e e T m
pn__(ze j1+§2(|®)mﬂem_ Sqn
[2.42] Oml N

ed il potenziae diffratto assume laforma finale[2.43]

H . 1 N\ = = o s
Oslkr 0.t ka k) = 95 e " s D e [-S T - s 40, -8,
n=1

con

00

—2k h sn
- § =2me Z (-1

n=1

- i coefficienti {sn} . ricavabili risolvendo il sistemainfinito [2.39]

- a raggio del cilindro

- h affondamento del baricentro del cilindro

Ursdll dimostralda,h 0 R : <& h l'unicita della soluzione [2.43] per il potenziale
diffratto di velocita e di conseguenza l'esistenza di una sola soluzione reale per il

sistema infinito [2.39].
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2.2.2 LA SEMPLIFICAZIONE DI OGILVIE

Ogilvie ipotizza cheil cilindro oscilli al'interno del campo di moto con periodo T
pari a quello dell'onda incidente e assume per il potenziale diffratto il seguente

sviluppo in serie
[2.44] QJS(kr,e,t;ka, kh) = Z [O(nfnl B foz TYnO +6ngn2]
n=1

con {cxn BriYa ,6n} o coefficienti incogniti. La base di funzioni f,,f,,.0..0.,

(le espressioni sono riportate in appendice) sono potenziali diffratti di velocita che
soddisfano tutte le equazioni del sistema [2.24] tranne |la condizionea contorno

sul cilindro e non sono definite nel punto G, .Poiché le equazioni del sistema
[2.24], valide a primo ordine di Stokes, sono lineari, una qualsiasi combinazione

lineare delle funzioni precedenti soddisfa ancora il sistema. E' necessario pertanto

a fine di determinare i coefficienti incogniti {cxn, n,yn,én} . imporre la

condizione al contorno sul cilindro

a;lssj _ %}_Jrg(t)gn(e)m(t)cos(e)

r=a r=a

[2.45] (

L’espressione del potenziae incidente d,, ammettelo sviluppo in serie di Fourier
H o= ~

[2.46] ®, = 95 @ [ F,, cos(ut) —G\Nsen(ui)]

con
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[2.47]

Ry =€ codkr sen(6)] = Z cos(ne

Gy =€ senfkr sen(6)] = Zj:(kr:—l)nsen(ne)

Sfruttando I’ uniforme convergenza dello sviluppo inserie di @, ed ipotizzando

che anche la serie [2.44] sia uniformemente convergente (ipotesi che deve essere

verificata a

posteriori dopo aver determinato i coefficienti incogniti) € possibile

derivare termine atermine le serie rispetto a I ed imporre che sia soddisfatta la

condizione [2.45].Si ottengono quindi le relazioni [2.48] a cui devono soddisfare

{Gn BoiYn,

[2.48]

con mO N

Le relazioni

&L =& =m

6n} nON

o +(ka)2m Z(Ann o gm” O(”) = __rll(ka)zaml +g—e " (k;);m
N A k 2m
Vm+(ka)2mZ(An,n Yo~ anan) = ——Ez(ka) o +g—e€ ( ;)'

5+ (k@)™ > (A, 8, + B v —%zl(ka)zam1
n=1
5 - {1 sei=j
0 seiz]

[2.48] sono quattro sistemi infiniti. Se il cilindro éfermo allora

=n, =0 e il numerode sistemi infiniti s riduceadue ovvero
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+(k)™> (At B By) =0

n=1

[2.49]
N - H o (k)™
+(ka)® +B. o )|=g—ei L
Bm ( ) ;(An,n n m,n n) g 2(0 ml
con vy, =B,,9, =-0,, pertanto il potenziale diffratto assume la forma per il

caso di cilindro fermo

[250] (kr et ka kh Z[an nl n n2 +B gnl —a gnZ]

Ogilvie riesce aricondurreil calcolo dei coefficienti {an, n} . alarisoluzione
n

di un solo sistemainfinito nelle nuove incognite {sn} - .Capiamo come cio0 sia
n

possibile. Per prima cosa e necessario rendere piu leggibili i sistemi infiniti [2.49].

Posto

n

[2.51] s =2ne®" )" (n’il)!

con {xn}nDN una successione di numeri tali che la serie che figura nella

[2.51] sia convergente, le [2.49] s semplificano nellaforma

ka)”“i'&,nan - —%Sﬁ

[2.52]

2m (ka)Zm
ZAnan - % +g T




S noti che nella [2.52] a meno dei termini  noti,i due sistemi sono uguali.

Conviene quindi definire la successione {sn} oy Imponendo che soddisfi il

seguente sistema infinito piu semplice
] 2m
2m ~ _ (ka)
[253] e +(ka) E_l A En = Ond N

A questo puntoil calcolo dei coefficienti incogniti (O(m, m) , € ricondotto a

mQO

quello dei nuovi termini (Ka ,KB) che tengono conto della proporzionalita con la

successione {an} .oy - Infatti, poiché

Jam = Kusm

[2.54] Omd N

[Bm = KB sm
sostituendo nella[2.52] le [2.54] e sfruttando I'identita [2.53] s ricava il sistema
lineare nelle incognite (K(x ,KB)

[2.55]

che risolto fornisce

K,=g e 2o
2 1+ §
[2.56]
H _ 1
Ke =05~ “ 2
2w 1+§
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quindi sostituendo le [2.56] nelle [2.54] s ottengono le espressioni dei  coefficienti

(am’Bm)mDN
H w S
a =¢g—e ——=€E =
m 92(.0 1+S€2 m SsBm
[2.57] Onid N
H
=g—e ——=¢€
Bn=0558 " ot

L’ espressione finaledel potenziale diffratto assume I'espressione [2.58]

: isn[ssfnl-'- 1:n2 +gnl_ssgn2]

Pg(kr,6,t; ka, kh) = gie‘kh >
20 1+ &

con

- S, coefficiente definito dalla [2.51]
- i coefficienti {e,} ricavabili risolvendoiil sistemainfinito [2.53]

-a raggio del cilindro

- h affondamento del baricentro del cilindro

E' possibile dimostrare che laserie ottenutarisulta uniformemente convergente
per r<2h-a,00[021.Si noti come la [2.58] sia simile al'espressione del
potenziae diffratto di Ursell [2.43].Per l'unicitd della soluzione, dimostrata da
Ursell, le due espressioni analitiche devono essere necessariamente equivalenti. Dal

confronto delle due soluzioni la condizione di equivalenza impone che la base di

funzioni {fnl,fnz,gnl,gnz}nDN di Ogilvie sa legata a quella di Ursdl

{f..1,.8..8,,  ddlerelazioni
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(£, =-F,

[2.59] ="t g N
| gnl gnl
[ Oz = Oz

Confrontando le espressioni delle basi di funzioni riportate in appendice € possibile
constatare effettivamente che lerelazioni [2.59] sono soddisfatte.

Ogilvie fornisce anche [|'espressione del potenziale totale riuscendo a
semplificare I’ espressione [2.60]

CD:CRN+(D =

H
920"

1+§Z€ [%fnﬁf + Gy ~ %gnz] g—e”‘[F cos{at) -G, sen(cd) |

Consideriamo I'espressione del potenzide diffratto [2.58] e sostituiamo le

espressioni delle funzioni {fnl, fo ,gnl,gnz} riportate in appendice. Compattando

nON
otteniamo I'espressione [ 2.61]

)

s= 050" D fe [sen(ut) (2, - SW) cos{t) (W, +57, ]

1+§ =
con
2, =0 S ) R, o) 6, oo
[2.62] @
=003 ] )+, et
ovvero
(269 ®5 =g, e[ coslut) + &, senlct)

2w
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in cui

~ 1 N\

FS = _1+ SZ Zen[vvn + SEZH]
€ n=1

[2.64]

G, 1+SZZ [z, -sw]

€ n=1

Semplifichiamo |'’espressioni [2.64] iniziando dal coefficiente IES.DaIIa prima

espressione della[2.64] sostituiamo le [2.62] ottenendo

~F(1+F) = Z w +sz] Z{ Sm(nes&;wine)}

[2.65]

+i{sni{(kr)m[ A B () +(k)"[ B, S +A,] Oos(nﬂ)]}

n=1 m=0

La doppia serie presente nella [2.65] € assolutamente convergente (risultato

dimostrato daUrsdll) equindi € possibile invertirla ottenendo la[2.66]

~ N (nB) S, +codno)
—Fs(usg):;{ffe”” S roodrdl|

+i{(kr)msen(me)i{en[b}msE —I§mvn]} +(kr)™ cos (m8 ;{ [anSE +A ]]}

m=0 n=1

sviluppando ancora s ottienela[2.67]

E 1+ 5) = i{_ﬁn sen(nG)(Sksr;]cos(nG)} +Z{5n[§oynse + ,&on]} +

n=1

+i{(kr)msen (me)i[an[,KmsE - I§m,n]} +(kr)mcos(me)i[an[I:%'m,nSE +5\m]}}

m=1 n=1 n=1
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ricordando le espressioni riportate in appendice

_— (m+n)!
An,n - An+n m'(n—l)'
[2.68]
_n  (m+n)!
Bm,n - Bm+n m'(n—l)l

per m= 0 otteniamo i coefficienti

~ nt
[2.69]
B -B nt
on — "(n—l)'_n
mentre se si sostituisce nei sistemi  infiniti [2.49] le espressioni di {a,,B,} . in

funzione dei coefficienti {e,}  datedalla[2.57] s ottengono le [2.70]

00

Se,+(ka)" ) £,(A..S -8, ) =0

n=1

Omid N

g +(ka)2m isn(;&nyn +Se|§m,n ) — (ka)Zm

n=1

(1 +§2)

m!

E possibile grazie ale [2.70] “ sommare “ le serie interne di indice <n>

ottenendo
2R B )=

[2.71] Ond N
w 5 5 1+
len(An,n + &an ) = -:nlss - (kz;zm

pertanto sostituendo nella [2.67] le [2.69] e leserie[2.71] S ottiene
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—F(1+52) = Z{*& ()8 + COS(ne)} +i{”8n[5nss +AL+

n=1 ( kr ) " n=1

+i{(kr)msen (mex[— Sf;“ﬂl}i{(kr)mcos(mex“* S }}

= (k)™ ] 4= L M (ka)

:i{_En sen(nB) S, -:COS(ne)} J,i{ngn[e,nsE +A +

= (kr) =

S (kr)mssen ++2wﬂcosm BN (kr)mscosm
S om0 oo SIZ| O coton- S cmton

m=1 m=1

rinominiamo I'indice <m> con <n>

—IEs(l"‘ ng) :i{_‘an %n(”e)sz +COS(ne)} +i{n8n[BnS€ + A“]} *

n=1 ( kr ) ) n=1

n=1 n=1

-S i{((:ar))% £, sen (ne)} +(1+ SS)Z{% cos (ne)} - i{% €, COS (ne)}

semplificando e riordinando si ottiene finalmente

~ 1 °°|_1+(kr)"1 . }+
el {'ukr)" ey A5 o)

[2.72]
1

- g ; {re,[B.S. +A]} - i{(knLl)n cos(ne)} +1

n=0

semplifichiamo |’altro coefficiente ovvero
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8,1+ ) Zs 2, -SW] Z{ cos(n@) Sg)sen(ne)}+

+Z{ Y {(k) Ay + B S] sen(me) +()"[ mn—An,nsg]cos(me)}}

n=1 m=0

possiamo ancora invertire ladoppia serie ottenendo

GS(1+ Sf) _ i{sn cos(n6) S, —nsen(ne)} .\

oy (kr)

00

+Z{(kr)msen nZ{ (A + BraS] } (k) cos(menZ{ o[ B - Amss]}}

m=0

sostituendo le serie[2.71] ele formule[2.69] s ottiene

G145 = i{sn cos(ne)(igr)—nsen(ne)} +i{8n[§0,n _ Eb,nsg]} .\

n=1 n=1

00

oS i astod Sle 7 48,51} o+ 3ot S 5., -3, 5]

m=1 m=1

\ (n) S -sen(nf) | N
_ Z{sn cos(n (igr)nsen n }+Z{n8n[8n —Aqsg]} N

n=1 n=1
00

X S o G

m=1

eliminiamo le parentesi quadre, rinominiamo I'indice <m> con <n>
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Gs(1+?) = i{s Cos(ne)(lszr)—nsen(ne)} +i{nsn[ B,-AS] +

n=1 n=1

H1+ Sf)i{(kr:l)n sen( ne)} —i{sn ((I:e:)):” sen(ne)} + i{sn ((I:e:)):” S cos(ne)}

n=1 n=1 n=1

semplifichiamo ed ordiniamo ottenendo finamente

~ 1 N\ 1 (k)" |
RATEEE {L(kr)" i) | loosnd S ‘Se”(ne)]} +
[2.73]
e e o - Asl) + 2| srvn|
Il potenzialetotae[2.60] semplificanellaforma
H . =l — ~ =~ .
[2.74] D=, + D, =g, e kh{[FW +FS] cos(at) +[ G, +Gs] gn(m)}
conle

=)

- 1 F 1 (k)" |

L e > | (kr)"
_@Z{nsn[BnSa+An]} _Z{ n! cos(ne)}

n=1 n=1

-~ _ 1 1 (k)" ]
Gs = 1+ 57 Z{L(kr)" + (k;)Zann[cos(ne) S —sen(ne)]} +

+1+1822{nsn[8n - AnSE]} +i{(k;!)n sen(ne)}

€ nal n=1
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In definitiva, in presenzadi un cilindro orizzontaleimmerso il potenziale di velocita

nel punto di coordinate (r,é?) risulta:
[2.75] o(r,6,t) = gZHae'k“[IEcos(ax) +(§sen(a1)]

dove

00

D lne (A +B,s) +1

1+ SEZ n=1

S NI
F= ZZ{EnL(kr)n (ka)ZnJ[Cos(ne) %%(ne)]

(1 (k)" 1 <
L(kr)n +(ka)2n)[§ cos(ne) _w(ne)]}_l_ksf ;[nsn(phss _Bn)}

G= 1+1 2 i{en

n=1

con

=]

€

- § =2me*" Z m

n=1

- i coefficienti {e,}  soluzionedel sistemainfinito [2.53]

- a raggio del cilindro

- h affondamento del baricentro del cilindro.

2.3 1L CAMPO DELLA FLUTTUAZIONE DI PRESSIONE INTORNO AL

CILINDRO

[l campo della fluttuazione di pressione intorno al cilindro solido risulta (v. formula

2.28)
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[2.76] Ap(r.6,t) = —p%—? = pg%e‘k“[ F sen(at) -G cos( )]

con

SRR AR mo—

—1+1822{n£n(A1 + ang)} +1

€ n=1

n=1

6= s i{g“[(krl)” ' ((:r))] s C°S(”9)_Se”(”9)]}+

00

1+ 52 Z{ngn(AhSE - Bn)}

€ n=1

]

§ane™ Y b

n=1

- i coefficienti {¢ } ., soluzione del sistemainfinito [2.53]

- a raggio del cilindro

- h affondamento del baricentro del cilindro.

La componente diffratta Ap; della fluttuazione di pressione s cacola con

I'espressione
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[2.77]
Apg(r,6,t) = pg%e"‘h{[lE - Fy] sen(at) =[G +G,] cog ut)}
dove

j R, (r.6) = € cod kr sen(6)]
[2.78]
{G\N(r,e) = & sen| kr sen()]

Da punto di vista fisico, quando le dimensioni del cilindro solido diminuiscono
I'alterazione del campo di moto dell'onda incidente deve attenuars ovvero per

a - 0 eh fissato la componente diffratta deve tendere a zero cioe
[2.79] IirT(}ApS =0 h fissato
[l limite [2.79] pud essere dimostrato analiticamente analizzando il comportamento

dellaformula[2.77] per a — 0 e h fissato.

Al limiteper a —» 0 eh fissato, dal sistemainfinito [2.53] e dalla[2.51] risulta

( ka) 2m
m!

e [0

m

e SO2me®(ka)fl 0

di conseguenzadalle[2.57] risulta

a,=Se, 00

. O nd N
H . (ka)?

mi

(
|
|
| Pn=95.¢
e dalle formule riportate in appendice

1
A o)

e BOO O @ N
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Fissato un punto del campo di moto di coordinate (r,e) al limite risulta quindi

) o ( N
Feny {Zf"hkrl)"*((k::))ﬂ[c"s ”e“ssse””E’J 2 A”B”SE)]} o

Nk 1 k)" ) e k1 ]
DZ{ o (k) (ka)Z"JCOS(”e)J‘ZL” TP

n=1 ) n=1

(ka)?
=F, -e? +10F,

mentre

- e
G:1+1S§ {;‘{gnk(k:) +((k 2nJ[SECOS ne) - J Z[nsn AS - B ]}

pertantoper a — 0 eh fissato
Aps = pg%e"‘“{[lE - FyJsin(ct) -[G +G,] cod ut)} 0

come volevas dimostrare.

55



241 COEFFICIENTI DI DIFFRAZIONE INTORNO AL CILINDRO

Il confronto tra la distribuzione di pressione dovuta a moto ondoso nell’intorno del
cilindro solido e quella che s avrebbe nella zona circostante un volume d'acqua
equivalente a cilindro, pud essere fatto analizzando il coefficiente di diffrazione della
fluttuazione di pressione, definito come

(pr)| MAX

[2.80] C,(r,0) =

con Ap, ,Ap. rispettivamente fluttuazione di pressione dovuta al’onda incidente e
fluttuazione di pressione dovuta all’onda diffratta nel punto di coordinate (r,8). In un
punto del campo di moto intorno & cilindro valori del coefficiente C; (1 indicano che dli
effetti della diffrazione sono trascurabili mentre seC, >>1 o C, <<1 significa che il
campo di moto dell'onda incidente é aterato profondamente dalla presenza del cilindro

solido. L'espressione analitica del coefficiente di diffrazione é

l

s T
+ || +
ECDI (O))
N N

[2.81] C,(r.0) =

251L CAMPO DI MOTO INTORNO AL CILINDRO

Leipotes che stanno alla base della soluzione di Ogilvie sono quelle di fluido

ideale, incomprimibile ed irrotazionale. Quest'ultimaipotesi consente di determinare
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ladinamicadel fluido conoscendo lafunzione potenziale di velocita @. Noto il

potenziale di velocita e facilerisalire al campo delle velocita grazie alle relazioni

[y 2@

"ooor
[2.82]

| 100

M= aa

doveconi pedici r,t s indicano rispettivamente ladirezioneradiale e trasversale

con riferimento a sistemain coordinate polari (r,a) (v. fig. 2.4). Poiché si & posto

a= g—e (v. fig. 2.4) 1e[2.82] st modificano nelle

L

VT
[2.83]

| 100

M=%

dove questavoltai pedici r,t indicano rispettivamente ladirezione radiale e
trasversale con riferimento & sistema (r ,8) .Pertanto il campo di velocitasi valuta

andliticamente con

[

V. = glg—:)e"‘h[lfr cos(ux) +G, sen((d)]
[2.84]

| - -
{Vt = glg—::e'k“[ F, cos(at) + G, sen(at)]
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F(r,g= 1 i{ngn_ 1 +(kr)n- [oos(ng+§sm(n9]}

[2.85]

_ 1~ 1 (k)™

Gr 8 =g 2]l g (g )| S i —senlnd]
e

o1 (1 ()"

Ft(“e)msg;{”%((kr)“Wka)znﬂ‘%m"eﬂm(”e]}
[2.86]

a1 (1 ()
G(“e)‘usg;{”s“\(kr)”Wka)”ﬂmdne*%sm(”e]}

Per la determinazione del campo delle accelerazioni intorno a cilindro é sufficiente
applicare le relazioni

( (ret)—dvf—%ﬁva LoV, 0V,
Ja* D= " Tar " tr e Dot

[2.86]
OV oV, 1V, v
(a8 =" =2 +3V +1 59

incui si sono trascurati i termini delle derivate parziali spaziali perché ndll'ipotesi di
vaiditade limite di Stokes sono infinitesimi di ordine H?.Per il cilindro solido s
hanno |e seguenti espressioni analitiche

( HK o =~ -

JaT(r,e,t) =g [-F sen(at) +G, cos o]
[2.87]

{at(r,e,t) = gl_|7ke‘k“[—lft sen(at) +G, cos( od)|

conle(F,,G,) espresseddle[2.84] ele(F,,G,) dalle[2.85].
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Dalle[2.82] e[2.86] € possibile valutare anche il campo di moto intorno ad un
volume d'acqua equivalente a cilindro solido utilizzando la soluzione andlitica di
Stokes per onde periodiche in campo libero da ostacoli. Le relative espressioni

analitiche valgono: per il campo di velocitasi hanno le [2.88]

[(Vw)r = g;'—:)ek’w*’){cos(e) cog kr sen(6) +ut] —sen( § sen| kr sen( § + i}

l[(VW)t = gg—:ems(e){sen(e) cog kr sen(6) +ut] —cog{ § sen[kr sen( 8 + at]}

mentre per il campo delle accelerazioni si hanno le [2.89]

J(aw)r = —g;'—:)e”ms‘e){cos(e) sen| kr sen(6) +t] +sen( @ cog kr sen( 8 + ot}

| HK

(&), =95,

b e 40 _ sen(6) sen| kr sen(6) + 1] +cod § cog kr sen( § + o}
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