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Sommario  
Gli autori hanno proposto recentemente un nuovo metodo che consente di ricavare la densità di 
probabilità, la distribuzione dei massimi assoluti e la distribuzione dei minimi assoluti di numerosi 
processi stocastici, al secondo ordine, nel campo dell’idraulica marittima. 
Nella memoria tale metodo viene applicato ai processi seguenti: elevazione d’onda e fluttuazione del 
carico di pressione in un campo di onde progressive; elevazione d’onda e fluttuazione del carico di 
pressione in un campo di onde in riflessione.  
Le distribuzioni dei massimi e dei minimi vengono infine confrontate con i dati degli esperimenti 
eseguiti nel mare di Reggio Calabria. 
 
 
Introduzione 

L’analisi al primo ordine delle proprietà statistiche delle onde generate dal vento si 
rivela efficace per prevedere la distribuzione delle altezze delle onde in uno stato di mare. 
Tale distribuzione coincide con una Rayleiana se lo spettro è infinitamente stretto (Longuet-
Higgins, 1952), e tende a una Weibull per spettri di larghezza finita (Boccotti, 1989). 

Le distribuzioni delle creste e dei cavi delle onde di mare presentano invece delle 
caratteristiche asimmetrie, dovute a effetti di non linearità.  

L’analisi degli effetti di non linearità è stata avviata da Longuet-Higgins (1963), il quale 
ha ricavato un’espressione della densità di probabilità  dell’elevazione d’onda come 
sviluppo in serie di polinomi di Hermite. In particolare la  di Longuet-Higgins, ricavata a 
partire dai primi tre termini della serie e nell’ipotesi di spettro infinitamente stretto, per 
ripidità superiori a circa 0.2 (essendo la ripidità 

ξf

ξf

σε k= , k il numero d’onda e σ  la 
deviazione standard del processo al primo ordine) non verifica la condizione 

 , (1) R∈∀> ξξξ           ,0)(f

cioè esistono intervalli di ξ  in cui risulta 0)( <ξξf . 
Questa incongruenza è stata superata da Tayfun (1980 e 1983) che ha ricavato un’espressione 
della densità di probabilità dell’elevazione d’onda che soddisfa la condizione (1), ed ha inoltre 
ricavato le probabilità di superamento delle creste e dei cavi dell’elevazione d’onda. I risultati 
di Tayfun sono ricavati nell’ipotesi di onde in campo indisturbato al secondo ordine di 
approssimazione, con spettro infinitamente stretto. 

Recentemente gli autori (Arena e Fedele, 2000) hanno ricavato la densità di probabilità, 
la distribuzione dei massimi assoluti (creste) e la distribuzione dei minimi assoluti (cavi) di 
una famiglia di processi stocastici, che comprende numerosi processi (al secondo ordine, con 
spettro infinitamente stretto) nel campo dell’idraulica marittima. In particolare a tale famiglia 
appartengono il processo elevazione d’onda e il processo fluttuazione del carico di pressione, 
sia in campo indisturbato sia in presenza di ostacoli. 
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Nel presente lavoro vengono ricavate le proprietà dei processi seguenti: 
i) elevazione d’onda in un campo di onde progressive; 
ii) fluttuazione del carico di pressione in un campo di onde progressive; 
iii) elevazione d’onda in un campo di onde in riflessione; 
iv) fluttuazione del carico di pressione in un campo di onde in riflessione. 

Le distribuzioni delle creste e dei cavi vengono infine confrontate con i dati degli 
esperimenti eseguiti nel mare di Reggio Calabria tra il 1990 e il 1993 (Boccotti e al., 1993; 
Boccotti, 1997; Arena, 1995). Si tratta di onde di superficie e di onde del carico di pressione 
misurate in campo indisturbato e di onde del carico di pressione in presenza di una parete 
verticale riflettente.  
 
 
 
Proprietà di una famiglia di processi stocastici con spettro infinitamente stretto 
 

La densità di probabilità  
Si consideri la seguente famiglia ψ  di processi stocastici: 

 , (2) )],([sin),(]),([cos),()],(cos[),(),,( 2222 txayxhtxayxgtxayxftyx χχχψ ++=

dove a è una variabile aleatoria distribuita come una Rayleiana e dove 

 θωχ +−= tkxtx 0),( , (3) 

essendo k il numero d’onda, 0ω  la frequenza angolare e θ  una variabile aleatoria 
uniformemente distribuita in ( )2,0 π . Definendo i processi stocastici gaussiani  e  1Z 2Z

 
σ
χ

σ
χ )sin(),(      ,)cos(),( 21

atxZatxZ == , (4) 

dove σ  è la deviazione standard del processo lineare )],(cos[),,( txatyx χξ = , il processo (2) 
può essere riscritto nella forma 

 [ ]2
2

2
1121 ),(),(),(),( ZyxHZyxGZyxFZZ ++=σψ , (5) 

dove  

 ,  ) ),(),( yxgyxG,(),( yxfyxF ≡ σ≡ ,  ),(),( yxhyxH σ≡ . (6) 

Il processo ψ  ha media e varianza rispettivamente uguali a 

 )( 21 αασψ += F ,    2

22

)var(
β

σψ F
= , (7) 

avendo definito  
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Gli autori (2000) hanno ricavato che, definendo il processo standardizzato 
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)var(ψ
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= , (9) 

la densità di probabilità )(ζζf  risulta: 

 ∫
∞+

∞−

−

+−−
















+

++−







+

−

= ω
ααβωααωβ

αβω
αωβααβω

αβω
ωβ

π
ζ ωζ

ζ d
)(2)(41

)(41
)()(exp

)(41
)(

2
1exp

2
1)(

2121
2

2
1

1
2

212
1

2

i

i
ef i .(10) 

Il processo (5) è pertanto, in generale, non gaussiano. Al tendere di 1α  e 2α  a zero, ogni 
processo della famiglia stocastica (5) converge in probabilità al processo gaussiano .  1Z
L’espressione (10) si semplifica per processi a media nulla, nei quali risulta 21 αα −= . In tali 
condizioni la densità di probabilità si riduce alla forma: 

 ( )

( )
( )

( )
( )
( )∫

∞+






















+
+

+










+
−

=
0

2

2

2

2

2

d
41

cos
41

412
1exp

1 ω
αβω
αωββζω

αβω

αβω
ωβ

π
ζζf , (11) 

avendo definito FG /=α  e 241/1 αβ +=  (si noti che ⇔=+ 0HG 21 αα −= ). 
 
La distribuzione delle creste e la distribuzione dei cavi  

La distribuzione delle ampiezze dei massimi assoluti (creste) highΨ  e la distribuzione 
delle ampiezze, in modulo, dei minimi assoluti (cavi) lowΨ  della famiglia ψ  di processi 
stocastici, risultano: 

i) se 0>1α : 
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ii) se < 01α : 
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avendo definito le variabili adimensionali: 
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Le funzioni  e  risultano rispettivamente: 1f 2f
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[i parametri 1α , 2α  e β  sono definiti dalla Eq.ne (8)].  
Se 1α  e 2α  sono infinitesimi, la famiglia (5) è quasi-simmetrica. In tali condizioni le 
probabilità di superamento definite dalle Eq.ni (12) e (13) possono essere riscritte 
rispettivamente nella forma: 

i) se 01 >α : ii) se 01 <α : 
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Le Eq.ni (12) e (13) [o, in alternativa, l’Eq.ne (17)] consentono di concludere che il processo 
è asimmetrico, essendo il valore del massimo atteso highζ  generalmente diverso dal valore del 

minimo atteso lowζ . In particolare si ricava che se 01 >α  risulta lowhigh ζζ > e se 01 <α  

risulta lowhigh ζζ < . 
 
 
 
Applicazioni 
 

Introduzione 
I risultati del paragrafo precedente vengono applicati al processo elevazione d’onda e al 

processo fluttuazione del carico di pressione, sia per onde progressive sia per onde in 
riflessione. Le previsioni vengono eseguite avendo fissato la ripidità 055.=ε  (spettro 
JONSWAP medio con parametro di Phillips uguale a 0.01). Viene poi proposto il confronto 
con i dati degli esperimenti eseguiti nel mare di Reggio Calabria. I dati delle onde in campo 
indisturbato sono relativi all’esperimento RC1990 (Boccotti e al. 1993a; Boccotti, 1997); si 
tratta di registrazioni di onde di superficie e di onde del carico di pressione. I dati delle onde 
in riflessione sono relativi agli esperimenti RC1991 e RC1994 (Boccotti e al., 1993b; 
Boccotti, 1997; Arena, 1995); si tratta di onde del carico di pressione misurate su una parete 
verticale.  

Per i dettagli sugli esperimenti si rimanda ai lavori citati in bibliografia. 
 
Onde di mare progressive: l’elevazione d’onda  

L’elevazione d’onda al II ordine risulta: 
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essendo le funzioni  e  definite dall’Eq.ne (4). Definendo poi  1Z 2Z

 ,,,1 GHfGF −=== ηε  (20) 

si ricava che il processo (18) appartiene alla famiglia (5). 
La Figura 1 confronta la probabilità di superamento delle creste e la probabilità di 
superamento dei cavi del processo elevazione d’onda in campo indisturbato, su profondità 
infinita. In particolare il quadro di sinistra riporta i dati sperimentali, il quadro di destra le 
previsioni a partire dall’Eq.ne (18). Le previsioni confermano che, fissata una soglia della 
probabilità di superamento, l’altezza della cresta è maggiore della profondità del cavo.  
 
Onde di mare progressive: il carico di pressione dinamica 

Il carico di pressione dinamica al II ordine risulta 
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Definendo  
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Figura 1. Distribuzioni delle creste e dei cavi del processo elevazione d’onda in campo 
indisturbato, su profondità infinita: confronto tra i dati e le previsioni. 
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 ;)(;)(; 32321 phphphphph ffHffGfF +−=−== εε  (23) 

si ricava che anche il processo (21) appartiene alla famiglia (5). 
Si noti infine che considerando il processo (21) a media nulla, e cioè assumendo  
 , (24) )(),,( 2

2
2

1211 ZZfZftyx phphp −+=∆ σεση

si ricava che esso appartiene alla famiglia (5), avendo definito: 

 GHfGfF phph −=== ;; 21 ε . (25) 

La Figura 2 riporta le probabilità di superamento delle creste e dei cavi delle fluttuazioni del 
carico di pressione. Le previsioni, ricavate dall’Eq.ne (21), confermano un’inversione delle 
asimmetrie creste-cavi della fluttuazione del carico di pressione (rispetto alle onde di 
superficie).  
Tali asimmetrie, essendo dovute al termine  (indipendente dal tempo), risultano 
trascurabili per il processo media nulla (24). Il processo (24) a media nulla diventa poi 
simmetrico su profondità infinita (cioè la distribuzione delle creste coincide con la 
distribuzione dei cavi).  

3phf

 
Onde di mare in riflessione: l’elevazione d’onda  

Si consideri il campo di moto davanti ad una parete verticale infinitamente lunga. 
L’elevazione d’onda al secondo ordine risulta: 

 . (26) ))(2cos(2)cos(2),( 2
2

2
11 ZZkxfZkxtx −+= ησεση

Tale processo appartiene alla famiglia di processi (5), avendo definito 
 .;)2cos(2;)cos(2 GHkxfGkxF −=== ηε  (27) 

Si noti che le distribuzioni delle creste e dei cavi dell’elevazione d’onda sulla parete (dove 
risulta ) coincidono con le rispettive distribuzioni dell’elevazione d’onda in campo 
indisturbato. 

0=x
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Figura 2. Distribuzioni delle creste e dei cavi del processo fluttuazione  
del carico di pressione in campo indisturbato, alla quota   6.−=ky

(la profondità è infinita): confronto tra i dati e le previsioni. 
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Onde di mare in riflessione: il carico di pressione dinamica 
Il carico di pressione dinamica davanti a una parete verticale, al II ordine, può essere 

scritto nella forma 
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Tale processo appartiene alla famiglia (5), avendo definito 

 
.])2cos([2

];)2cos([2;)cos(2

432

4321

phphph

phphphph

ffkxfH

ffkxfGkxfF

++−=

+−==

ε

ε
 (30) 

Infine, considerando il processo carico di pressione dinamica a media nulla, la (28) diventa: 
2
242

2
14211 ])cos([2])cos([2)cos(2),,( ZfkxfZfkxfZkxftyx phphphphphp +−++=∆ σεσεση . (31) 

Il processo (31) a media nulla appartiene alla famiglia (5), avendo definito: 

 GHfkxfGkxfF phphph −=+== ];)2cos([2;)cos(2 421 ε . (32) 

Le Figure 3 e 4 mostrano le probabilità di superamento delle creste e dei cavi della 
fluttuazione del carico di pressione su una parete verticale riflettente (per x=0). I dati 
sperimentali sono ricavati da Boccotti (1997) e da Arena (1995). Le previsioni confermano un 
incremento degli effetti di non linearità per il carico di pressione dinamica su una parete 
verticale, rispetto al carico di pressione in campo indisturbato.  
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Figura 3. Confronto tra le distribuzioni delle creste e dei cavi del processo  
fluttuazione di pressione su una parete verticale ( 26.1=kd  e 44.−=ky ). Le previsioni  

sono ricavate sia per il processo (28) sia per il processo a media nulla (31). 
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Figura 4. Confronto tra le distribuzioni delle creste e dei cavi del processo  
fluttuazione di pressione su una parete verticale ( 26.1=kd  e ).  26.1−=ky

Le previsioni per i processi (28) e (31) coincidono. 
 
 

Gli effetti di non linearità sulla parete risultano marcati sia considerando il processo (28), sia 
considerando il processo (31) a media nulla. Inoltre, essendo le differenze tra i processi (28) e 
(31) dovute al termine costante , esse si attenuano con la profondità. Ad esempio dalla 
Figura 4 si evince che, al piede della parete verticale, sia le distribuzioni delle creste sia le 
distribuzioni dei cavi, ricavate a partire dai processi (28) e (31), coincidono rispettivamente.  

3phf
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